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不确定时滞广义系统的鲁棒H ] 控制
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摘要: 讨论一类含有参数不确定性和外部干扰的线性广义时滞系统的鲁棒H ] 控制问题. 假设不确定性是范数有界

且所考虑的系统事先没有假设是正则和无脉冲,采用线性矩阵不等式处理方法, 经状态反馈控制器, 得到了闭环系

统是正则、无脉冲和稳定的时滞相关充分性条件, 并且满足一定的 H ] 性能指标, 所得的结论可由线性矩阵不等式

( LM I)问题求解.最后给出的实际算例验证了该设计方法的有效性.
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  时滞现象普遍存在于许多实际问题中 (如飞行

器镇定、电子网络、经济和控制系统等 ), 因而应用

十分广泛
[ 1]
. 另外在实际的工程控制问题中,受控系

统本身的不确定性 (可由建模误差、降维误差、运行

误差等因素引起 )及外界不确定性 (如不可知干扰

输入、环境噪声等 )经常是不可避免的
[ 2 ]

.不确定性

和时滞的存在, 造成了系统控制无论在理论分析上

还是工程实际中都有极大的困难, 所以对不确定性

时滞系统的研究引起了很多学者的关注.由于广义

系统是能较好地描述与刻画许多实际系统的有力工

具,并且H ] 优化控制是为处理不确定性提出的行之

有效的方法,因此,讨论含不确定参数的时滞广义系

统的鲁棒H ] 控制
[ 3- 7]

,对广义系统的实际应用是极

为重要的.就最近的文献来看,对时滞无关稳定条件

的研究较多,如文献 [ 5] ,而对时滞相关稳定条件的

研究甚少.由于在时滞较小的情况下,显然时滞相关

的条件比时滞无关的条件优越, 所以对时滞相关条

件的不确定广义系统鲁棒 H ] 控制的研究具有重要

的意义.

本文考虑时滞相关性条件,利用 Lyapunov稳定

性理论和 LM I方法,给出了广义不确定时滞系统的

鲁棒H ] 控制的时滞相关稳定性充分条件,并设计状

态反馈控制器, 使得闭环系统是允许的并满足给定

的 H ] 性能指标.同时, 鲁棒H ] 的控制器设计可以

通过求解一给定的线性矩阵不等式而得到.

1 问题的描述和预备知识

考虑如下不确定时滞广义系统

EÛx( t) = (A + $A)x( t) + (Ad + $Ad )x( t- h) +

(B + $B)u(t) +Gw(t),

z(t) = Cx(t),

x(t) = < ( t), tI [- h
-

, 0],

(1)

式中, x ( t) I R
n
为状态向量; u ( t ) I R

m
是控制输

入; w ( t) I R
q

是扰动输入且 w ( t) I L2 [ 0, ] ); z( t )

I R
P

是测量输出; h为定常不确定但有界的正数,

满足 0[ h [ h
-

, h
-

为已知常数; < ( t)是相容的矢量值

连续函数; E I R
n @ n
是奇异矩阵, 假设 rankE = r< n;

A、Ad、B、G、C为已知的具有适当维数的常数矩阵;

$A、$Ad、$B是描述参数有界不确定性时的不变矩

阵.并假设具有形式

$A $Ad $B = MF ( R ) E 1 E 2 E 3 , ( 2)

式中,M、E 1、E 2、E 3是已知的具有适当维数的常数

实矩阵; F (R )为不确定矩阵且满足

F ( R)F (R )
T [ I. ( 3)

设计无记忆状态反馈控制器

u ( t) = Kx ( t), ( 4)

其中 K I R
n @n

, 系统 ( 1)与状态反馈控制器 ( 4)构成

的闭环系统为

Ex( t ) = A
-

x( t ) + A
-

d x( t - h ) + Gw ( t), ( 5)

其中 A
-

= A + BK + $A + $BK, A
-

d = Ad + $Ad, 当

w ( t) = 0时, 式 (5)称为无扰动标称形式.

关于系统 ( 1)的控制H ] ,本文引进下面的定义 1.

定义 1 闭环系统 (4)称为鲁棒稳定的,且具有

H ] 范数界 C, 如果对任意不确定性 ( 2), 闭环系统

(5)是正则、无脉冲且稳定的, 同时, 满足 T zw ( s) ]



[ C,其中 C> 0是预先给定的常数, Tzw ( s)为从干扰

输入 w ( t)到控制输出 z( t )的传递函数.

本文的目的是设计系统 ( 1)的形如 ( 4)的状态

反馈控制器, 使得闭环系统 ( 5)是鲁棒稳定的且满

足给定的H ] 性能 C,即给定常数 C> 0, 在零初始条

件下, 对所有的不确定性有: z( t ) 2 [ C w ( t) 2,

Pw( t) I L2 [ 0, ] ).

在给出结论前,先引入一些相关的定义和引理.

定义 2
[ 8]

 广义系统 (E, A )称为正则的, 如果

存在标量 s,使得 det( sE - A ) X 0;

广义系统 (E, A )称为无脉冲的, 如果 deg ( det

( sE - A ) ) = rankE;

定义 3
[ 5]  无扰动标称系统 (5)是正则、无脉冲

的,如果 (E, A )是正则、无脉冲的.

引理 1
[ 9]  给定适当维数的矩阵 8 、#、X,其中

8 是对称的, 则对所有 F ( R )F ( R )
T [ I, 8 + #F

( R)X+ ( #F ( R)X)
T
< 0成立的充分必要条件是存

在标量 E> 0, 8 + E# #
T
+ E

- 1
X
T
X< 0.

引理 2
[ 10]  设 AI R

n1、bI R
n 2以及 N I R

n 1 @n 2,

则对任意正定矩阵 X I R
n1 @ n1, 对任意矩阵 Y I

R
n 1 @n 2, Z I R

n 2 @n2, 并且满足 X = X
T
、Z = Z

T
, 则有不

等式成立:

  - 2b
T
N

T
a[

a

b

T
X Y-N

Y
T
-N

T
Z

a

b
,

这里
X Y

Y
T

Z
\0.

引理 3 如果存在对称正定矩阵 X, Z11 > 0,

Z22 = Z22
T
和适当维数的矩阵 E、Y1、Y2、Z12满足

X Y1 Y2

* Z11 Z12

* * Z22

> 0,

  则有下面的不等式成立:

- Q
t

t- h
(x ( s) )

T
E
T
XE Ûx ( s) ds [

N
T
( t )

Y
T
1E + E

T
Y1 E

T
Y2 - Y

T
1E

* - Y
T
2E - E

T
Y2

N( t ) +

hN
T
( t)

Z11 Z12

* Z22

N( t ),

  其中: N
T
( t) = [ x

T
( t)  x

T
(x - h ) ] .

  证明:对于适当维数的矩阵 N1、N 2有关系式

0 = 2[ x
T
( t )N

T
1 + x

T
( t- h )N

T
2 ] Ex( t ) -

Ex ( t- h ) - Q
t

t- h
E Ûx( s) ds =

N
T
( t)

N
T
1E + E

T
N 1 - N

T
1E + E

T
N 2

* - N
T
2E - E

T
N 2

N( t) -

2Q
t

t- h
N
T
( t )

N
T
1

N
T

2

E Ûx ( s) ds. ( 6)

令

N = N1  N2 , Y= Y1  Y2 , Z=
Z11 Z12

* Z22

, ( 7)

由引理 2可得

- 2Q
t

t-h
N
T
( t) N

T
1N

T
2
E Ûx( s) ds [

Q
t

t- h

E Ûx( s)
N( t )

T
X Y - N

* Z

E Ûx( s)
N( t )

ds, ( 8)

不等式 ( 8 ) 右边 = Q
t

t- h
( Ûx ( s) ) TET

XE Ûx ( s) ds +

N
T
( t)0 N( t) + hN

T
( t)

Z11 Z12

* Z22

N( t), ( 9)

其中

0=
Y
T
1E +E

T
Y1 -N

T
1E - E

T
N1 E

T
Y2 - Y

T
1E -E

T
N2 +N

T
1E

* - Y
T
2E -E

T
Y2 +N

T
2E + E

T
N2

,

故引理 3成立.

2 主要结论

定理 1 给定H ] 性能指标 C> 0和任意时滞常

数 h > 0,如果存在对称正定矩阵 Q、X、Z11和适当维

数的矩阵 P、Y1、Y2、Z12、Z22有下面的不等式成立

P
T
E = E

T
P \ 0, ( 10)

+ 11 + 12 P
T
G h A

- T
X C

T

* + 22 0 h A
-
T
dX 0

* * - C
2
I hG

T
X 0

* * * - hX 0

* * * * - I

< 0, ( 11)

X Y1 Y2

* Z11 Z12

* * Z22

\ 0, ( 12)

其中

+ 11 = A
- T
P + P

T
A
-

+ Q + Y
T
1E + E

T
Y1 + hZ11,

+ 12 = P
T
A
-

d + E
T
Y2 - Y

T
1E + hZ12,

+ 22 = - Q - Y
T
2E - E

T
Y2 + hZ22,

则称系统 (5)是正则、无脉冲和稳定的且满足H ] 性

能指标 C.

证明: w ( t) = 0时,由式 ( 11)可知
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P
T
A
-

+ A
- T
P + Y

T
1E + E

T
Y1 < 0, ( 13)

因为 rankE = r,则存在可逆矩阵 S、L使得E
~

= SEL =

IC 0

0 0
,

令

A
~

= SA
-

L =
A 11 A12

A 21 A22

, P
~

= S
- T
PL =

P11 P12

P21 P22

, Y
~

1

= S
- T
Y1L =

Y11 Y12

Y21 Y22
, (14)

则由式 ( 10)可知P
~

=
P11 0

P21 P22

, 对式 ( 13)左乘以

L
T
右乘 L, 可得 P

T
22A 22 + A

T
22P22 < 0, 知 A 22是可逆

的,所以 (E, A
~

)是正则、无脉冲的, 由定义 3可得无

扰动标称系统 (5)是正则、无脉冲的. 下面再证明稳

定性:

选取 Lyapunov函数

V(xt ) = x
T
( t)P

T
Ex ( t) + Q

t

t-h
x
T
( s)Qx ( s) ds +

Q
0

-h Q
t

t+ H
ÛxT ( s)ET

XE Ûx ( s) dsdH, ( 15)

Lyapunov函数 V(x )沿无扰动标称系统 ( 5 )解轨线

导数为

ÛV(x t ) = 2x
T
( t )P

T
Ex( t ) + x

T
( t)Qx ( t) -

x
T
( t - h)Qx ( t - h ) + h ÛxT ( t )ET

XE Ûx ( t) -

Q
t

t-h
( Ûx ( s) )TE T

XE Ûx( s) ds, ( 16)

由引理 3可得不等式V
#

( x t ) [ N
T
( t)XN( t)成立.

其中:

X=
A
-
T
P + P

T
A
-

+ Q + h A
-
T
X A

-

+ Y
T
1E + E

T
Y1 + hZ11 P

T
A
-

d + h A
-

X A
-

d + E
T
Y2 - Y

T
1E + hZ12

* h A
- T

dX A
-

d - Q - Y
T
2E - E

T
Y2 + hZ22

,

( 17)

如果有式 (11)成立, 则应用 schur补引理有 X< 0成

立,所以 V(x ) < 0,即当 w ( t) = 0时的无扰动标称

系统 ( 5)是稳定的.

在零初始条件下,对上述 Lyapunov函数,有

V(x) t= 0 = 0, lim
ty ]

V(x ) \ 0, ( 18)

考虑H ] 性能指标

J zw = Q
]

0 [ z
T
( t ) z( t) - C

2
w
T
( t)w ( t) ] dt,

Jzw = Q
]

0 [ z
T
( t )z( t) - C

2
w
T
( t)w( t) + V

#

(xt ) ] dt+

V(xt ) t= 0- lim
ty ]

V(xt ) [ Q
]

0 [ z
T
( t)z( t) -

C
2
w
T
( t)w( t) + V

#

(xt ) ] dt [ Q
]

0
G
T
( t)7 G( t )dt,

( 19)

式中 G
T
( t ) = [ xT ( t )  x

T
( t- h )  w

T
( t) ],

7 =

+ 11 + h A
- T
X A

-

+ C
T
C + 1 2 + h A

- T
X A

-

d P
T
G + h A

- T
XG

* + 2 2 + h A
- T

dX A
-

d h A
- T

dXG

* * hG
T
XG - C

2
I

, ( 20)

由式 ( 11)和应用 schur补引理可得 Jzw < 0成立, 即

满足 z( t ) 2[ C w ( t) 2.

综上所述,系统 ( 1)是正则、无脉冲和稳定的且

满足H ] 性能指标 C,证毕.

由于定理 1中的不等式含有不确定矩阵, 不便

于应用且难以计算.下面,利用引理 1将定理 1中的

不确定性消去得到定理 2.

定理 2 给定H ] 性能指标 C> 0,任意时滞常数

h > 0,存在对称正定矩阵 Q
-

、X
-

、Z11和适当维数的矩

阵 Y1、Y2、Z12、Z22, 对所有满足式 ( 2)和式 ( 3)的不

确定性参数,如果存在 E> 0,非奇异矩阵 V、W满足

EV = V
T
E

T \ 0, ( 21)

5 11 5 1 2 G hV
T
A
T
+ hW

T
B
T

V
T
C
T

EM V
T
E
T

1 + W
T
E
T

3

* 5 2 2 0 hV
T
A
T
d 0 0 V

T
E
T
2

* * - C
2
I hG

T
0 0 0

* * * - h X
-

0 EhM 0

* * * * - I 0 0

* * * * * - EI 0

* * * * * * - EI

< 0, ( 22)
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X
-

X
-

D1 X
-

D2

* M 11 M 12

* * M 22

\ 0, ( 23)

式 ( 21)、( 22)、( 23 )成立, 则系统 ( 1)的 H ] 状态反

馈控制律为 u ( t) = WV
- 1
x( t ), 其中

5 11 = V
T
A
T
+ W

T
B
T
+ AV + BW + Q

-

+

D1EV + D1V
T
E

T
+ hM 11,

5 12 = AdV + D2V
T
E
T
- D1EV + hM 12,

5 22 = - Q
-

- D2EV - D2V
T
E

T
+ + hM 22.

证明:由定理 1可知

8 +

( $A + $BK )
T
P + P

T
( $A + $BK ) P

T
$Ad 0 h( $A + $BK )

T
X 0

* 0 0 h$A
T
dX 0

* * 0 0 0

* * * 0 0

* * * * 0

< 0, ( 24)

8 +

P
T
M

 0

 0

hX
T
M

 0

F ( R) E1 + E 3K E 2 0 0 0 +

E1 + E2K E2 0 0 0
T
F
T
(R)

P
T
M

 0
 0

hX
T
M

 0

T

< 0, (25)

式中

8 =

+11+K
T
B
T
P+P

T
BK +12 P

T
G h(A+BK )

T
X C

T

* +22 0 hA
T
dX 0

* * -C
2
I hG

T
X 0

* * * -hX 0

* * * * - I

.

由引理 1知,上述不等式等价于

( 1 1 ( 1 2 P
T
G h(A + BK)

T
X C

T
EP

T
M (E1 +E3K)

T

* ( 2 2 0 hA
T
dX 0 0 E

T
2

* * - C
2
I hG

T
X 0 0 0

* * * - hX 0 EhX
T
M 0

* * * * - I 0 0

* * * * * - EI 0

* * * * * * - EI

< 0,

( 26)

其中

( 11 = (A + BK )
T
P + P

T
(A + BK ) + Q +

Y
T
1E + E

T
Y1 + hZ11,

( 12 = P
T
Ad + E

T
Y2 - Y

T
1E + hZ12,

( 22 = Q - Y
T
2E - E

T
Y2 + hZ22,

在式 ( 26)左乘 H = diag P
- T
, P

- T
, I, X

- T
, I, I, I, ,

右乘H
T
, 并令 P

- 1
= V, KP

- 1
= W, X

- 1
= X

-

, 可得到

式 ( 22)成立.

在式 (12)左乘 R= diag X
- T
, P

- T
, P

- T
,右乘 R

T
,并令

Y1 = D1P, Y2 = D1P, Q
-

= V
T
QV, V

T
Z11V = M 11,

V
T
Z12V = M 12, V

T
Z22V = M 22,

可得式 ( 23)成立,证毕.

3 数值算例

取系统 ( 1)中的参数值如下

E =
1 0

0 0
, A =

- 2 0

0 1
, Ad =

- 1 0

1 - 1
,

B =
2

1
, G =

- 012
- 011

, C = 011 012 ,

E1 =
013 0

0 012
, E 2 =

011 0

0 012
,

E3 =
012
011

, M =
1 - 1

1 015
,

D1 = 011, D2 = 012, h = 217, C= 012,
利用 Matlab LM IToolbox求得

E= 11090 4, V =
01416 1 - 01532 2

- 01532 2 - 11058 5
,

W = [ - 51376 9 - 31088 5] ,
控制律为

u ( t ) = [ - 51593 4 51730 1] x( t ).

4 结束语

本文基于线性矩阵不等式 (LM I)处理方法, 考

虑了参数不确定范数有界时滞广义系统鲁棒 H ] 控

制的状态反馈控制器设计问题, 给出了H ] 状态反馈

控制器存在的条件和设计方法. 该方法无需对系统

作正则、无脉冲的假设和模型变换,使得系统的实际

应用较简单易行, H ] 状态反馈控制器可以很容易地

通过 Matlab中的 LM I工具箱求得.最后给出的数值

算例说明了所给方法是可行的.
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RobustH ] Control of Uncertain Singular System s w ith Tim e-delay
Fan Yong-q ing, Jin Chao-yong, Hu Nan-hu i

( F aculty o f Applied M athem atics, Guangdong University of Techno logy, Guangzhou 510006, China)

Abstract: The problem o f param etric uncertaintiy and ex terna l disturbance robustH ] con tro l of linear singular sys-

tem s w ith time de lay is d iscussed. Parametric uncerta inty is assumed to be no rm bounded. The considered systems

are no t assumed to be regular and impulse- free beforehand. By using linearm atrix inequality method, Delay-de-

pendent sufficient cond itions w ere obta ined so that the closed- loop system w as not on ly regular, impu lse- free and

stable, bu t it a lso satisfied a prescribedH ] perform ance cond ition w ith a state feedback controller. The resu lt can

be constructed in terms o f the linear-matrix inequalities( LM I) . F inally, a numerical example illsu trates the effec-

t iveness of the designm ethod.

Key words: uncertain singu lar systems; t ime-de lay; feedback contro ller; linearm atrix inequa lity; robustH ] con-

tro l
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